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Concetto d1 ‘campo’

Campo:
Regione dello spazio in cui € definita una grandezza fisica variabile 1n
funzione dei1 punti della regione.

per estensione.
un campo ¢ la grandezza fisica stessa 1l cui valore dipende dai punti
di una certa regione dello spazio in cui viene considerata.

Il campo elettromagnetico

¢ la grandezza fisica, generalmente funzione dello spazio e del tempo,
in grado di descrivere quantitativamente le interazioni collegate alle
cariche elettriche in quiete o in moto

A%E v F =¢(E+vxB) Forza di Lorentz
B
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Rappresentazione di un ‘campo’

Solo pochissime grandezze fisiche assumono valori costanti. Piu frequentemente il valore di una quantita
fisica (es. temperatura, forza) dipende dai punti dello spazio e dai valori temporali in cui essa € considerata.

Per fare riferimento alla totalita dei valori della quantita fisica in tutti i punti dello spazio di interesse si intro-

duce il concetto di campeo.

In sostanza 1 campi sono rappresentati come funzioni (scalari o vettoriali) di posizione e tempo.

S(r,?)

-

r=ix+jyt+kz
=rr+kz

=rr

(Cartesiare)
(Cilindriche)
(Sferiche)

Sebbene una rappresentazione analitica dei campi sia essenziale per una rigorosa trattazione teorica, una
rappresentazione grafica risulta molto efficace.
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Campo scalare:
linee di livello

Fie. 0T, A vectar field in (a) the vector renresentation
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Campo vettoriale:
linee di forza
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Operatori differenziali

Operatore nabla L]

Gradiente di uno scalare

Divergenza di un vettore

rotore di un vettore

O[] = xp ==+ yp——+3

—)

—
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ol . o1, ol

dx oy oz

0P 0P 0P
P =x)—+y,—*+z,—

Ox oy 0z

0A
SO = 04, L9 04,
Ox Ox Ox
Xo Yo 2o
Cx 4 = 0 0 0
Ox 0dy Oz
A A, A
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Operatori differenziali

Operatore nabla L]

Campo scalare

Gradiente di uno scalare:
campo vettoriale

Divergenza di un vettore:
campo scalare

Rotore di un vettore:
campo vettoriale

0 0 0
U] = x01£+x02i+x03i
A/ \ Oxl 6x2 6x3
Campo vettoriale
axl 6x2 6x3
A A
L PICLE
‘ le ze 0x3
X01  X02  X03
) 00 0 o
axl 6x2 GX3
4 Ay A4

apollonio@die.uniromal.it




Gradiente: interpretazione fisica

D¢:X06£+y06£+zﬂaﬁ dr =xgdx +yogdy +zydz
0x dy 0z

dP =P Lr = aﬂdx +a£dy +a£dz
dx dy 9z
dr =ndl
derivata direzionale (1P [m = %

La componente su n del gradiente misura il tasso di variazione della funzione ® rispetto alla
distanza nella direzione di n. Quindi quanto pin rapidamente Pvaria agli occhi di un

osservatore che si allontana da un punto iniziale nella direzione di n tanto piu grande sara la
componente di O® in quella direzione.
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Esempio: gradiente
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Divergenza: interpretazione fisica

i)nﬂ)dS deV

nlDdS=\|pdV
§ J‘p limN/_>0 S :limAV_>O 4
S V AV AV

D =p ;

b

Flusso del vettore D
per unita di volume v

Dyfx = j—Fo '@ —t= ). {x 4 2E
: Av| x 3 z)

Il flusso netto attraverso il volume infinitesimo Ax, Ay, Az sara pari al flusso attraverso
le se1 facce del volume :
per la direzione x

oD oD
D{)H%j 0D, (x)+ Azx - (x) Dx(x—%] 0D, (x)- Azx ;x(x)

D, ( X+ ﬁjAyAx -D, [ - ﬁjAyAx e questo vale anche per le altre direzioni y e z
2 2
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Divergenza: interpretazione fisica

Quindi il flusso netto:

oD oD oD
AxDyDz —% + AcDyDz —2 + AxDyhz —=
Ox dy 0z
oD oD oD
AxDyDz —% + AxDyDz —2 + AxDyhz —2 = pAxAy/\z
X dy 0z
Al limite per Av->0: D oD D
Dy D, L 9D _ 0 ‘ Ox dy 0z
Ox oy 0z D =p
La divergenza di un campo vettoriale e quindi | ¥ =
una descrizione del modo in cui il campo varia S Y
in un punto. E’ la quantita di flusso per unita di \\:4 =
volume che emerge da un volumetto elementare el
in un punto. \*~<§F\

apollonio@die.un

iromal .it




Rotore: interpretazione fisica

Rotore->integrale di linea su un percorso chiuso infinitesimo, diviso per I’area racchiusa

da quel percorso. : .. :
quetp §F Lall Vettore le cui componenti si trovano orientando una

piccola area normale alla direzione di interesse e
facendo il limite dell’integrale di linea diviso per ’area.

[0F], = imas; o

AS;

I §mm:w@ ~ AxF, | - \VF,

) +Axe|y

x+Ax y+ly

oF,
dy

y




Proprieta integrali dell’operatore O

Formula di Green

iD[]dV:£n[]dS -

Ne discende:

1) Teorema del eradiente

deﬁdV:§ncde

2) Teorema della divergenza s

jmde:§nmd5

Teorema di Stokes (o della circuitazione)

3) Teorema del rotore _[D XAhdS = §A [ds

[OxAdv=¢nxAds 4
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Proprieta integrali dell’ operatore

Teorema di Stokes

jDXFﬁldS:§FGﬂs

S B
§F s = lim g, -5 Z§F ds
r Lo

§F [ds = limpg, —g Z(D xF) @S,

r i

§Fﬁﬂs=jDXFEﬂS

B S
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Identita vettoriali differenziali

Manipolazione di espressioni contenente 1’operatore nabla:
« si svolgono le operazioni come se U fosse un vettore ordinario

quando U opera su prodotti (essendo un operatore differenziale) va applicata la regola di

derivazione di un prodotto

1)
O(ew) =04 (eW)+ 0y (ew) = wOo + 00w COY = YCO = OCY

2)
O{PA)=0g {PA)+ O, {PA)=OPA+OM  CHoa)=(co)m=ocm

3)

Ox(PA)=Og x(PA)+ 0, x(PA)=OdxA +POxA Cx(®@A)=(Co)xA=oCxA
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Identita vettoriali differenziali

4)
0fAxB)=0, fAxB)+0p fAxB)=BIIxA-AMxB
CH{AxB)=BCxA=-ACxB

5)
Ox(AxB)=0, x(AxB)+0g x(AxB)=

Bm)A-(Dm)B+([Om)a-(am)B

cx(AxB)=(B)A-(cAB=(cB)A-(AC)B

Operatori differenziali del I ordine

6) crco)=(cc)o =c?o
[] [ﬁD(D) =% 0% = Laplaciano
0°®  9°d 9’0
+ +
S TR
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Identita vettoriali differenziali

7)
Ox(0xA)=00m)-(0m)a =0(0m)-0%a

cx(cxA)=(ac)c-(c)a=(aT)c-c?A

! Ox(Od) =0 cx(co)=(cxclo=0

9)DEﬁDxA):O cfcxA)=(CcxC)m =0




Identita vettoriali differenziali

Lemmi di Green

)

T

§¢Dw h dS = §¢%—st Hm MY + cpmzw)dr
n
S S T

2) scambiando le due funzioni e sottraendo membro a membro

§L|JDCDGI das :§w2ﬂd5 I(ch Dﬂw+wm2¢)dr
n
S S T

§(¢Dw—wm¢)m dS:ﬂcD%—w—w—de jcbmzw+wmzcb)d

S S T
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Generalizzazione: sistemi di coordinate
curvilinee

Non sempre 1’uso di coordinate cartesiane ¢ il piu conveniente

q1 = q1 (x,y, Z), qd> = 4> (x, Y, Z), q3 = q3 (x, ¥V, Z) funzioni ad un solo valore

Sistema di coordinate curvilinee
Con riferimento ad un sistema di coordinate cartesiane le equazioni
Q1:C19 Q2:C29 q3 :C3
rappresentano tre superfici il cui punto di intersezione P ¢ individuato dai tre valori delle coordinate
1 42 € 93

......--°'P(Ch ,d2,93) n

o |

Fig. 1.7

Se incremento q,di dq,il punto P si sposta sulla linea q, della quantita ds, che in generale non coincidera con
dq, come avviene per le coordinate cartesiane, ma sara proporzionale ad esso. Il coefficiente di
proporzionalita verra indicato con by = 0s chiamato coefficiente metrico

0qy
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Sistemi di coordinate curvilinee

ds) =hdqy, dsy =hydqy, ds3 = hydg;

or or or
dr =——dq) +——dqy +——dq3 = ds|q)¢ +dsaqp +ds3qz =

0q, 0q; 0g3

= mdq1q10 + hadgrqo0 + h3dg3q3g

i=1,2,3
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Sistemi di coordinate curvilinee

AZ
- Z

3 ® Plx,y,2)

_ _ _ 'z
b =1, hy =1, hy =1 B .,
e
x
z (a) Cartesian

2z = const.

(a) Cartesian
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Sistemi di coordinate curvilinee

q, =7, q, =0, qg; = ¢ X =71sin B cos @
[ 'y =1rsin 0 sin @
_ [|.2 2, .2 _ Y — Y
Fyx itz @ = arctan ¢ = arctan— Z=rcos 6
z X
0<r<ow 0<é@<rmr 0<@<2m
h =1, h, =7, hy, = rsm(@)
Z A = Z‘
g = const,
Lo
A P(r.0,9)
| X%,
| iy y g 8
| - g - -
\l \ y
¢ .
% " r = const, X
# ¢ = const.
(c) Spherical

{¢) Spherical
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Sistemi di coordinate curvilinee

9, = P, g, = ¢, q; = Z
p:\/x2+y2 ¢:arctanl =z
X
0 < p<o 0< ¢ <2 —00 < z< 00
h, =1, h, = p, hy =1
z 4
r = const,
4z % z = consi
® P(r,¢,2) aj
{ 2
\ri )_"'""-‘y
¢ N
5 % $ = const. |
(b) Cylindrical /
(B) Cylindrical X

X=pcCos o
Y =psin @
Z=1
z |
*‘?’ti‘
P '
S TZo |
Ry {
I
o ﬁ o
PG Y
[ | ;
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Trasformazioni di coordinate (1)

Forma matriciale

{ | oX | dy | dZ .I'I
_ d JC el _ o
e h -q.l h _11| hy &l X0 X0
- _ | dX | dY | 97 = [ A] _,
_-L” h: r}L-Ij h: f-'ji..']j I]: 1':}[.']2 }-” l”
. ﬂ-"” ! l I f:j}. | {:j}l I 1:,]2 i‘:l ;‘::‘
. hy 943 hydas hy das |

In coordinate cilindriche, ¢

cos singp O L

Qo X0

Qy|=]-singp cosgp 0O Yo

2y : : 20 )

il 0 0 =
ossla:

Lo = COs @ Xy + sin @ ¥
©) = - sIn @ X + cos @ Yo

Lo — Zn

In coordinate sferiche:

L " sinBcos @ sinBsin@ cos O ..
B cosBcos(p cosBsing  -sinb
D0 -SIn COos (p 0 I

Ip = sin B cos ¢ Xp + sin O sin ¢ Yy + cos 6 Zg
Bp= cos B cos @ xpt+ cos B sin @y -sin bz

©) = - sIn @ Xp + Cos @ ¥y

X0

Yo
4y
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Trasformazioni di coordinate (2)

Forma inversa

| dX | dX | dX

o h 9 h, 9% h,dq | .. _.
X0 L T Ay 7 Ay dio dio
v | = 19 1.9y 1 9y B0 |- [A]']I R
| - = = = H'_I — ol
. hy 90 hy, 992 h;y 9493 q q
- - - 3l 1
&0 1 dZ | dZ | dZ ' a : v
' hl r}q| h‘2 -rqu h; r}q; !
Particolarizzando alle coordinate cilindriche [n coordinate sferiche:
. fcosp-sing 0 _ .
A0 20 ‘X sinBcos @ cosBeos @  -sin@ I
Yo |[=]| sing cosgp 0 Qo | X0
70 70 Yo|=| sinOsing cosBsing cos B0 |
= 0 0 | 70 _
_ R cos 0 -sin O 0 { Qo
05514
Xp = COS @ Po - SIn @ @y Xp = sin B cos @y + cos B cos @ By - sin @ Qg
Yo= sin@pp+ cos ¢ Qo Yo = sin 8 sin @ ro + cos B sin @ By + cos ¢ Qg
Zn = Zp Zn = €0s B 1y -sin B By
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Sistemi di coordinate curvilinee

Volumi, superfici e linee differenziali

2

! 3
/N rsinfde

S
d 2y i S P
| apri- rdo
P I ‘\. !
RN N
— ‘-1- o J)
Tk T
x
—P dv=drdyd: dv = rdrd¢ dz dv = r? sin 0 drdf d¢
(a) Cartesian (&) Cylindrical (¢) Spherical
d¢? = dx? + dy? + dz? (cartesian)
— 3 d¢* =dr? + r*d¢? + dZ? (cylindrical)

d¢* = dr* + r*d6* + r*sin? 0 d¢? (spherical)

apollonio@die.uniromal.it



EXAMPLE 1 Consider
A =>5ra, + 2singa, + 2cosfa,

in spherical coordinates. The variables r, 6, ¢ can be changed into cartesian by referring to Fig. 1-2 and
applying basic trigonometry. Thus

z
r=.x*+y*+z2* cosf=——— tan¢=£
JxE+y 422 x
Now the spherical components of the vector field A can be written in terms of x, y, and z:
2z
A=5/x*+y*+2%a + s + ~ =
,,/"+y X4y 4z

The unit vectors a, . a,, and a, can also be transformed into their cartesian equivalents by referring to Fig. 1-4 and
applying basic trigonometry. Thus

8= ——a_+ 4

GV AV f+y+z"
xz i I Jx+y -
Jx +y + 22, /x? +y \/x + y? +z’\/x R G I R e

¥ S +y ,f‘x +y

Combining these with the transformed components results in

2 2
A=(5x+ PR ] 3 o )a,
\/J-c2+y1+zz(x1+y2) \/Jnci’-%-yz+:zz,/.vt:'*+}r2
2y3z 2x
+(5y+ 2 2 y! 2 2+ 2 e ] yI 2 2)'
(2 +y)x2+ 2+ Py x4y

+ (Sz - 2y )l,
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Esercizi

rig. 1-11
1) Use the spherical coord
spherical shell of radius 4

Tha A20-___.* -

inate system to find the area of the

(Fig. T Wiktrekie e el Strip a <0 <pf on the

4

Fig. 1-12

2) Develop the equation for the volume of a sphere of radius a from the differential volume.
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Esercizi

3) Use the cylindrical coordinate system to find the area of the
curved surface of a right circular cylinder where r=2m,
h=5m, and 30° < ¢ < 120° (see Fig. 1-13)

4) Transform

xl

A=ya_+xa +—F——2,
}: ¥ ,.I’x;_l_yg

from cartesian to cylindrical coordinates.

z)
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Soluzioni

rig. 1-11
1) Use Fhe spherical coordinate system
spherical shell of radius 4 (Fig. 1-12).

Tha A20-___.* -

to find the area of the stri
p a<éf
What results when o =0 and ﬂ=:t?5ﬁ e

The differential surface element js [see Fig. 1-5(c)]

dS = r*sin 4o
Then ‘yp

iz B
A= 2
fu f'a sin 0d0 d¢
= 2na*(cosa — cos f)

When a=0 and B=n A=4nq?

: t
the entire sphere. he surface area of

2) Develop the equation for the volume of a sphere of radius a from the differential volume.

dv = r?sinf@drdfd¢. Then

0= J:l J: J:risinﬂdrdﬂddi = ; na’
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Soluzioni

Use the cylindrical coordinate system to find the area of the
curved surface of a right circular cylinder where r=2m,
h=5m, and 30° < ¢ < 120° (see Fig. 1-13)

The differential surface element is dS = rd¢dz. Then

5 _2n/3
A= [ [ 2d¢dz
0 “xi6
= 5z m?
Transform
xl
A=ya +xa,+—F——=2

=5 z
x4+ _vz
from cartesian to cylindrical coordinates.
X =rcos¢ y = rsin¢ r=Jx*+ y?
Hence A =rsinga_+ rcosgpa, + rcos’ ga,

Now the projections of the cartesian unit vectors on a,, a,, and a, are obtained:

a 4, =Cosgp a, - a,=—sing a a=0
a,,-a,-—sin¢ a,a,=Ccosd aca =0
a,-a=0 a a,=0 a-a =1
Therefore
a_=cos¢a, —singa,
r=sin¢rl,+cosd:a¢
a1='l
and A = 2rsin ¢ cos pa, + (rcos? ¢ — rsin® ¢pJa, + rcos’ da,
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Sistemi di1 coordinate curvilinee

Formula di Green

_!D[]dV:fn[]dS 1

0[] = hlhlzh3 {021 (@i0hahs] | )+%(€120h1h3[ ] )+%(€l3o}l1h2[ ] )}

[ ] = 4o a[]Jr‘lzo ol | 4 930 ol |
h O0qy hy O0qy  h3 0q3

qi0 0P 4z 0P g3 09
hy 0qy hy O0qp h3 0g3

1 0 0 0
LA = hyhy A —\mh: A —\hyA
ol o o)

P =
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Sistemi di1 coordinate curvilinee

Mdi0 74920 13939

0
STV B D B B e
hhyhsy | 0g;  0q5

Ay hyd,  h3dj
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Campi1 scalari e vettoriali

Le proprieta dei campi EM sono descritte attraverso relazioni fra grandezze fisiche gran parte delle quali hanno
la natura di ‘campi vettoriali’

Campi scalari e vettoriali

Campo scalare: funzione scalare di punto LIJ(P) = LP(l‘) La rappresentazione di un campo vettoriale puo
avvenire attraverso le superfici di livello

Campo vettoriale: funzione vettoriale di punto A(P ) = A(") La rappresentazione di un campo vettoriale puo
avvenire mediante linee di forza o linee di flusso del vettore

: g

» Campo solenoidale: le linee di forza sono chiuse, non hanno né inizio né fine
(deriva da “vortici”, privo di sorgenti)

» Campo irrotazionale o conservativo: le linee di forza sono aperte, hanno origine e termine in particolari punti
dello spazio (deriva da “sorgenti”, privo di vortici)
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Campi 1rrotazionali e solenoidali

Dato un campo vettoriale F che sia il gradiente di una funzione scalare ® F =[J® # UxF =0

Consideriamo ora un campo vettoriale F che sia privo di vortici in una regione T (irrotazionale),
cio¢ supponiamo:

UxF=0in T

ci chiediamo se esiste una funzione scalare il cui gradiente sia pari al campo vettoriale F Cioe¢:

[P =F se questa funzione esiste essa si chiama potenziale scalare del campo vettoriale F

E’ possibile dimostrare che tale funzione esiste a patto che la regione in cui F ¢ irrotazionale
sia a connessione lineare semplice

Dato un campo vettoriale B che sia il rotore di una funzione scalare A B =[x A # 1B =0

Consideriamo ora un campo vettoriale B che sia privo di sorgenti in una regione T (solenoidale),
clo€ supponiamo:

UMB=0 in T
ci chiediamo se esiste una funzione vettoriale il cui rotore sia pari al campo vettoriale B Cioé:
[IxA =B se questa funzione esiste essa si chiama potenziale vettore del campo vettoriale B

E’ possibile dimostrare che tale funzione esiste a patto che la regione in cui B ¢ solenoidale
sia a connessione superficiale semplice
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