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Vettor1 complessi

Data una grandezza scalare E(t) variabile cosinusoidalmente nel tempo

E(t) = EO COS(C{ + @) * fuse
X pulsazione
ampiezza

Si puo esprimere E(t) come segue:

£)= £, re Ur+9)] - R{EOM efwt} i

= Re[E ejwt} = %(E e/ Ot Lg” e_jwt)

X

grandezza complessa E=FE ¢
associata a quella istantanea->fasore 0
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Vettor1 complessi

Se ora consideriamo la funzione vettoriale E(t) le cui componenti sui tre assi variano
cosinusoidalmente nel tempo:

E(t):X0 Ex(t)+y0 Ey(t)+z0 Ez(t)

[ relativi fasori

Ex = EOxej¢x = ExR +jExJ
E (()=Re Ey e/¥" ‘ E =E " =E_ +/E
E =F

ej¢z = EZR + jEzJ

E (t)=Re E, ejwt} "N/

quantita reali

Si introduce il vettore complesso E

E:XO Ex+y0 Ey+ZO EZ :ER+]°EJ dove
/ \
ER :XO ExR +y0 EyR +ZO EZR EJ = XO EXJ +y0 EyJ +ZO EZJ
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Vettor1 complessi

Si ha che: . |
E(f)= Re[(xo Ex+yg Ey+zg Eg )ejth _ Re[E e]a)t} _

Re{ ERejwt +JjE ejwt} =E cos(a)t)—EJ sin(a)t)

[l vettore istantaneo E(t) e dato dalla somma dei vettori E_ cos(a)t) e —E, sin(a)t) che

hanno:
direzioni fisse nello spazio
sampiezze variabili nel tempo

e quindi individuano un piano sul quale [’estremo libero di E(t) descrive un luogo geometrico

al variare di t

= + + + + + —
E(t) X, on cos(ax ¢x) Yo EOy cos(ax ¢y) Z, EOZ cos(ar ¢Z)

Re| (x onej¢x +Y0 E()ye]¢y +Z( E()Ze]¢2 )ejml = RG{E ejwt}

: jo .
E, =E,, ¢/% E, =Eg ¢ Y E, =E,, ¢/%
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Proprieta de1 vettor:1 complessi

» Un vettore complesso non si puo disegnare come i vettori reali perché ha componenti
complesse non associabili ai punti di una retta.

» Modulo di un vettore complesso (quantita reale positiva)

A= Jam" =

*Prodotto scalare: se il prodotto scalare tra due vettori complessi e nullo non e detto che i
vettori parte reale e parte immaginaria siano separatamente ortogonali tra loro

E:(2+j3)"0 Yo :(2X0 +YO)+j3X0 =u, +ju,

2 2

A +

X

Ay

+|A

¥/

—R
X:—jxo +(—3+j2)y0 = -3y, +j(2y0 _XO):XR +jXJ

uly =-j(2+,3)-3+,2=0 ‘ ug By =3 u, 3, =3

apollonio@die.uniromal.it




Vettori complessi:
rappresentazione quantita non lineari

11/ . .
P)=V(®)I(t) = Re[Ve’m]—(Ie“‘” +] e ’m):
R & C 2
11
—— WW———TT0 1]
o1 ( . . ) 1 : | -
= iwt iwt + iwt || — . 2iwt + —
C}(t) s R{Ve e 1 } R{2 VI V1 }
(~O)
e 1, .
=Re| —VIe”'®" |+ Re| =VI
Figalll.1 2 2
valor medio in un periodo della potenza
istantanea fornita dal generatore al
circuito
| R ,
Potenza complessa P==VI =P, +jP;
2 K 4
p. reale p. reattiva
1 T
Py =—|[ Ple)ar
I 0
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Polarizzazione

Elr) = Re[(xo Ex+yo Ey+zg E, )ef“’t} = Re[E ef“’t} = Re[ E /¥t jE ef“”} =E_ cos(wt)-E sin(wr)

B Un vettore sinusoidale puo essere

E, c0s ! -~
e / rappresentato dalla somma di due
) vettori che oscillano in quadratura
< —/ =34 secondo direzioni fisse. Il vettore

E(t) giace sul piano che contiene E,
ed E; ed il suo estremo descrive
una traiettoria ellittica.

t=T/2

Figura 10.1

Le coordinate dell estremo di E(t) saranno:
X=E, cos(a)t)— E sin(a)t) XEp, —YEg =E Ep —Ep E, sin(a)t)
Y =£, COS(“”)_ L, Sin(“”) XE,, —YE, =E; Ep —Ep E,) cos(a)t)

(XE Ry ~ YER, )2 + (XE w ~YE ), )2 = (E wlre ~ERryE )2 s esonat i



Polarizzazione

1 X(t) =E, cos(a)t)— E, sin(a)t)cosﬂ
Ey Y(t) =-F, sin(a)t)sinﬁ
0 - —_
K» Ex - sm(a)t)— m
Eg cos(a)t):X— Y cos?? = X —Ycotd
E,sind

(ER c:os(a)t))2 =E,° (1 —sin” (a)t)): X*-2XYcotd+Y?*cot® S

Y? . .
ERz[l 0 J = X?-2XYcotId+Y?cot’* I conica del tipo:
E, sin”J 2 /aX2+bXY+cY2 =d
E
ER2 =X*-2XYcotd+Y"? > L +cot” 9 il cui discriminante:
E,”sin®

£2
b? —4qc =4cot®> 3—4| cot? I+ : R = - <0
E,”sin* 9




Polarizzazione

E(t) = ER cos(a)t) - EJ sm(a)t)
E=E +JE,

Polarizzazione
Nel caso in cui © =772 cioé  E [E =0¢ E =E circolare

2

E, =X*+Y°

Polarizzazione
: 0 o <F = II :
Nel caso in cui © =0 cioé E XE =0 lineare

oppure E =0 o E =0

X(t) =Ep cos(a)t)Tr E, sin(a)t)
¥(e)=0
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Esercizi su polarizzazione

)
é =Xo t 2yﬂ +3 Z ‘ Polarizzazione lineare
Ag TXo T2y, +3z,
A =0

—J

A(t) = Re\_(xo +2y, + 3z0)ejwt] = (X0 +2y, t 3zo)cos(a)t)

A (t) = cos(a)t) éy (t) = 2cos(a)t) A (t) = 3cos(a)t)

é(t)‘ = \/1 +4+9 ‘cos(a)tl = \/1_4‘cos(a)t)|
Al),, =v14

max




% é = (XO +2y, +3Z0)—j2(X0 +2y, +3Z0)

Ag TXo T2y, +3z,

A= _2(X0 +2Y, +3Z0)

(t) = (x0 +2y, + 3zo)cos(a)t)+ 2()(0 +2y, + 3zo)sin(a)t) =
(XO +2y, t 320)(cos(a)t)+ ZSin(a)t))

(t)‘ = \/a‘cos(a)t)+ 2sin(a)t)|

A

L f-sinfwr)+ 200s(@r)) =0 mmp tan(ewr) = 2

sinfeor) = +—enle)

\/1+tan2(a)t) o \/1+tan2(a)t)




3)
é:3x0 +4y, +5jz,

A =3x, +4y

—Rr 700 AR‘ =5

éJ =5z, — ‘ Polarizzazione circolare
A,|=3

éR DiJ =0

A(t) = Re\_(?yxo +4y, + szo)ejwt] = (3X0 + 4y0)cos(a)t)— 5z, sin(a)t)

‘é(t)‘ = \/9 cos? (a)t)+ 16 cos? (a)t)+ 25sin? (a)t) =5

4)
A, =5 A, =12 A, =13



Applicazione teorema di Poynting

.4

n/

1 /QO

Tl |
SYRCRORTAVE

1 \St S 9 \S

Fig. I1.3
I, =

ol
R

I( Pi t Pmi ) dT =0  nella regione non esistono correnti impresse

I (pH + pPe )d 7=0 problema statico

T

Ipc dr=0 essendo g=0
r
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Applicazione teorema di Poynting

§nﬂ]| ds = §n[(ExH)dS 0 s,=5,05,0s 08

t

jnl [6E><H)ds+jn2 [ﬁExH)dS+jn [ﬁExH)dS+jn {ExH)ds =0

1 2

nle n, XE susS;edS,

~Jzo QB x)ds + [z, Ex ) ds =0 p— !Zo e~ H)ds :é[zo e x H)ds

=pdpd¢
2m P

jzo {ExH)ds = jd¢jz0 {ExH)pdp = 27‘[sz {ExH)pdp
P P
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Applicazione teorema di Poynting

per il campo elettrico

oV A
E=FE ==V =—-p,— per il teorema di Gauss 2InpE ) = —
pp() Po 6,0 yo, g\
B A 3 oV A . carica per unita di
E o~ 5 - _0_ lunghezza distribuita
TpEe P sulla superficie del
conduttore interno
%) Py P P P
Vozlﬁ—szjEpdp:ja—Vdp:—j dp=——"—(np, -Inp,)= Int2
2 5, 00 5, 2TTPE 2me 2 p,
A TV, _
2, P = Ep= 0
In= pln 2
P P

per il campo magnetico

H=H p @ 0 tangenziale rispetto ad una circonferenza p=cost
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Applicazione teorema di Poynting

per la legge della circuitazione di Ampere

27
$sy Hds= [Hypdp=2mH,p=1, o= _to
s 0 ¢ 2710
In definitiva:
P
Vi 1
_[Zo EQEXH)dSzzﬂjzo p, —— ><¢020 0dp
s' A ,0111& 7P
P
V1, P, dp Potenza fornita al carico R dal generatore di tensione.

B 0 j 0 B VO ]0 La potenza dissipata sul carico e pari alla potenza trasmessa
In—= Pi attraverso il dielettrico.

Py

La trasmissione di energia dal generatore al carico avviene
attraverso il dielettrico e non attraverso i conduttori del cavo.
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Funzioni d’onda in regime sinusoidale

In generale le soluzioni delle equazioni dei campi monocromatici saranno dei vettori con

componenti del tipo: L’ampiezza e la fase S()I’) funzig 5 della

W = L|Joef¢ =Y, cos(a)t + ¢) posizione

Rappresentano onde che si propagano -> funzioni d’onda

I luoghi dei punti r che soddisfano equazioni del tipo ¢ (r) =cost  superfici equifase

Le oscillazioni di YW avvengono in fase

—

verso di propagazione
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Funzioni d’onda in regime sinusoidale

fase istantanea
I luoghi dei punti r che soddisfano equazioni del tipo  wt + ¢ (r) =cost fronte d’onda

All’istante t la superficie wt+ @ (r) = cost coincide con una sup. equifase, allistante
successivo essa coincide con una sup. cui compete un valore decrescente della fase.

1l moto dei fronti d’onda costituisce cio che si intende per “propagazione” di un’onda
monocromatica

Nei casi particolari in cui le sup. equifase ed i fronti d’onda sono piani, sfere, cilindri, ’'onda
viene detta piana, sferica, cilindrica.

1l vettore :

d
p=-0¢ {i} Vettore d’onda

m perpendicolare alla sup. equifase e orientato nel verso della
propagazione
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Funzioni d’onda in regime sinusoidale

Supponiamo che un osservatore voglia seguire un fronte d’onda muovendosi nella direzione di
un versore a partendo dal punto r. La velocita v, con cui [’osservatore dovrebbe muoversi si

chiama velocita di fase nella direzione a

d

onda all'istante 1+ dt o

e — ——

fronte d' -
e o |} vd

r

fronte d'onda allistante L

Figura 11.2

dp=22(y dt)=apv, dt=-alBv, dr

da

L’osservatore d’altro canto vede sempre lo stesso valore di fase istantanea

d(p+wt)=0= dp = ~wdt
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Funzioni d’onda in regime sinusoidale

w V w

v, = = V=—

alp cosé p
velocita di fase velocita di fase nella direzione

del vettore d’onda

Esempio 1

Y= ge /¥ se indichiamo con @, [’argomento di A si ha P=¢, kz

le sup. equifase sono piani perpendicolari all’asse z

B= -D(¢ . kz) = D(kz) =kz, Onda piana che si propaga nel verso positivo delle z

B=k v=2 }”\ AN/ e
k 14 Y%

-t

Figura 11.3
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Funzioni d’onda in regime sinusoidale

Due piani equifase cui competono valori di fase che differiscono di 2 1tsono separati da una
distanza fissa (lunghezza d’onda)
21T 1%
N =7
L’ampiezza delle oscillazioni e identica in tutti i punti di un piano equifase:
onda piana “uniforme”

=vT

Esempio 2
W= 4e/F
Esempio 3
Y=Y V? dove A e y sono complesse
a =Re|y] Y=|de e p=¢, ~Im):

Abbiamo un’onda piana perché le sup. equifase sono perpendicolari all’asse z. L’ onda e uniforme
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Funzioni d’onda in regime sinusoidale

L’ampiezza delle oscillazioni si attenua con legge esponenziale nel verso di propagazione

2
201z
|LP(Z)| __° _ 2ad
2 =2a\z+d
|L|J(z+d)| e le+d)
R ot t {4+ At

Figura 11.4
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Funzioni d’onda in regime sinusoidale

Esempio 4

e—jkr

W= 4(6,9)

r

Le superfici equifase sono i luoghi dei punti kr=cost -> superfici sferiche

Rl
s

Figura 11.6

apollonio@die.uniromal.it




