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La classe di soluzioni fornita dal-
l’eq. di Helmholtz è più ampia di
quella fornita dal sistema di eq. 
di Maxwell 
(operazione di derivazione)
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−=⋅∇ quindi tra tutte le soluzioni dell’equazione di Helmholtz 
scegliamo quelle che soddisfano anche la

Equazione di Helmholtz
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Soluzione equazione di H.

022 =+∇ EE k

( ) )()()(0 zZyYxXx,y,z EE =

vettore complesso funzioni scalari complesse

Metodo di soluzione per separazione
delle variabili

( ) ( )zkykxkj zyxezyx ++−= 0,, EE

determina la polarizzazione 
del campo elettrico

determina la propagazione cioè
la dipendenza dalle coordinate

ck εµω   22 =

2222 kkkk zyx =++ Condizione di separabilità
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rk ⋅=++ zkykxk zyx

( ) ( ) rk ErEE ⋅−== jezyx 0,,

( ) ( ) rβ rαErEE ⋅−⋅−== jeezyx 0,, sol. dell’eq. vettoriale di H. 
omogenea

αβk j−=

k=vettore di propagazione

β=vettore di fase
α=vettore di 
attenuazione
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Determinazione di k (come modulo)

( ) ( ) rk ErEE ⋅−== jezyx 0,, Rappresenta un’onda piana

ωµσµεωµεω jk c −== 222
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Caratteristiche di propagazione delle onde piane

( ) ( ) rk ErEE ⋅−== jezyx 0,,

( ) ( ) rβ rαErEE ⋅−⋅−== jeezyx 0,,

ωµσµεωµεω jk

kkkk
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22kk
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( ) ( ) ωµσµεωαβ jkjjj −==⋅−−=−⋅− 2αβαβαβ 222 2

µεωαβ 2=− 22

2
ωµσ

=⋅αβ

parte reale

parte immaginaria

Consideriamo un mezzo L-S-O-I-nonD->ε, µ reali positivi

αβ >

αβk j−=
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Casi particolari 

0=σ1) Mezzo privo di conducibilità (senza perdite)

0=⋅αβ

µεω2=2k

a) verificata per 0=α Onda piana e uniforme

000 ββ β βk µεωβ ==== k

µεβ
ω 1

==u velocità della luce nel mezzo

k=reale

µεω
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αµεωαµεωβ >+=+=
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22 1 µε

µεω
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1
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11
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2
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b) verificata per α β Onda piana non uniforme
attenuata in direzione
perpendicolare alla direzione di 
propagazione

k=reale

Onda evanescente
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Onda piana non uniforme
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0 >⇒> ruper   onda veloce
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Esempio onda piana e uniforme

Calcolo parametri di base:
Un’onda piana uniforme con una frequenza di 3 GHz si propaga in un mezzo senza 
superfici di discontinuità con εr=7 e µr=3. Calcolare la velocità di fase e la lunghezza 
d’onda:
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Onda piana e uniforme
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Onda evanescente
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0≠σ2) Mezzo dissipativo (con perdite)

non nullientrambi        α   e    β

Caso particolare α // β Onda piana uniforme e attenuata

0β β β= 0α α α= ( ) 00 β β    k kαj-β ==
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Onda che si propaga nella direzione di β con velocità di fase u=ω/β, lunghezza
d’onda λ=2π/βed un fattore esponenziale di attenuazione.

k=complesso
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3) Mezzo dissipativo e dispersivo (con perdite) 0≠σ complessa ε
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Caso particolare α // β Onda piana uniforme e attenuata

Perdite legate alla
corrente di spostamento

Perdite legate alla
corrente di conduzione

0'' ≠ε

k=complesso
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Caratteristiche di polarizzazione delle onde 
piane

( ) ( ) rk ErEE ⋅−== jezyx 0,,L’operatore         opera sulla funzione                        come ∇ k j−
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( ) ( ) rk ErEE ⋅−== jezyx 0,, La funzione d’onda è stata ottenuta come solu-
zione dell’eq. vettoriale di Helmholtz

00 =⋅⇒=⋅∇ EkE ⇒ 0=⋅ 0Ek
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Trovato il campo elettrico, quello magnetico
si può ricavare dalla:
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Casi particolari

1) Mezzo non dispersivo e non dissipativo 0, =σµε   ; sitivereali e po

0=α Onda piana e uniforme (non attenuata)
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Onda piana e uniforme (non attenuata)

la costante di propagazione coincidente con β è ortogonale a E0R e a E0J, H0R, H0J
sia il vettore campo elettrico E che quello campo magnetico H non hanno 
componenti nella direzione di propagazione

Onda TEM
(TrasversoElettroMagnetica)
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Sovrapposizione di due onde polarizzate linearmente: onda risultante polarizzata 
ellitticamente

1) 2)
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Vettore di Poynting per l’onda piana uniforme:
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Vettore costante reale diretto come il vettore
di propagazione

Stesso procedimento vale per la soluzione 2)
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1) Mezzo non dispersivo e non dissipativo

0, =σµε   ; sitivereali e po

Onda piana non uniformeα β

Consideriamo il campo elettrico polarizzato linearmente 
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Il campo elettrico è polarizzato linearmente, quello magnetico
è polarizzato ellitticamente 

il vettore di propagazione k=β-jα è ortogonale al campo elettrico

Onda TE
(TrasversoElettrica)

Vettore di Poynting per l’onda piana non uniforme attenuata:
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reale, diretta come β immaginaria, 
diretta come α
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( )00
 y z jαe

E yαR +=Π − β
ωµ
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Se si parte dal considerare  il campo magnetico polarizzato linearmente si arriva
in modo duale ad un’onda 

Onda TM
(TrasversoMagnetica)h0

β
α
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2) Mezzo non dispersivo e dissipativo 0, ≠σµε   ; sitivereali e po

endicolarie non perpnon nullientrambi            α   e    β

Caso particolare α // β Onda piana uniforme e attenuata

( ) 000 ββ β k ckjαβ µεω==−=

0=⋅ 0Ek 0=⋅ 00 Eβ

00 EβH 0 ×=
ωµ
k

Onda TEM
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00 eE 0E= campo elettrico polarizzato linearmente
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Vettore di Poynting per l’onda piana uniforme attenuata:

quantità complessa

complessa, diretta come β, che si attenua con cost 
2α nella stessa direzione
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Costanti secondarie del mezzo

Costanti primarie del mezzo:         ε, µ , σ

Costanti secondarie del mezzo:          k, ζ
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Costanti secondarie del mezzo

Trattazione analitica
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Costanti secondarie del mezzo
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Onda piana in un buon conduttore ωεσ >>

Esempi

Onda piana in un buon dielettrico ωεσ <<
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Esempio onda piana in un buon conduttore
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Esempio onda piana in un buon conduttore

Calcolare la profondità di penetrazione di alluminio, rame, oro e argento alla frequenza
di 10 GHz:
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Propagazione di un’onda piana in un buon 
conduttore
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la densità di corrente:

( ) δδ
δ

σ
zjz

T ee
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×
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== 0zHEJ
1 è diretta parallelamente alla superficie

ed ha valori sensibili solo in uno strato 
superficiale di spessore δ

Effetto pelle

Nei metalli ad alta conducibilità lo spessore della ‘pelle’ è talmente piccolo da 
poter assimilare il campo di corrente ad una lamina concentrata sulla superficie 
del conduttore
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Ipotesi:
• lo spessore della ‘pelle’ molto minore di tutte le dimensioni caratteristiche del corpo
• lo spessore della ‘pelle’ molto minore delle minime distanze per cui si hanno apprez-
zabili variazioni di HT sulla superficie
• ∆s molto maggiore di δ ma piccolo a sufficienza da poter considerare l’elemento
piano

nHJs ×=
( ) TsT Rj H HEn ς=+=× 1

Condizione di Leontovic

impedenza superficiale

superficie o parete d’impedenza

0=×En
parete elettrica

Generalizzazione:
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T JHW potenza dissipata in un corpo conduttore



apollonio@die.uniroma1.it



apollonio@die.uniroma1.it



apollonio@die.uniroma1.it



apollonio@die.uniroma1.it



apollonio@die.uniroma1.it



apollonio@die.uniroma1.it



apollonio@die.uniroma1.it



apollonio@die.uniroma1.it



apollonio@die.uniroma1.it



apollonio@die.uniroma1.it


